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A presenca de caudas pesadas em variaveis hidrometeorolégicas: conceitos, desafios de

inferéncia e consequéncias
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RESUMO: O decaimento polinomial das caudas superiores, o qual é intrinsecamente relacionado a
ocorréncia frequente de eventos aleatdrios de grande magnitude, é usualmente verificado em
varidveis hidroclimaticas. Nao obstante, e apesar de evidéncias empiricas e fundamentagao
conceitual para a adocao de modelos com caudas pesadas no contexto da Hidrologia, engenheiros
e pesquisadores ainda se valem majoritariamente de distribuicdes com decaimento exponencial
para dimensionamento de estruturas hidraulicas, previsdo de processos hidroclimaticos e
modelagem de residuos de simulacao hidroldgica, o que pode ocasionar subestimagao do risco e
introduzir grande viés a tomada de decisdo. Diante disso, neste artigo faz-se uma breve introducdo
as variaveis com caudas pesadas, contemplando seu formalismo matematico, aspectos fisicos e
estatisticos associados a sua génese, e suas implicacdes no dambito das Ciéncias Hidroldgicas, com
énfase na anadlise de frequéncia e na construgao de modelos de regressao. Em particular,
abordam-se mecanismos fisicos e argumentos estatisticos associados a ocorréncia de caudas
pesadas em varidveis como precipitacdo e vazdo, e estratégias para estimacdo paramétrica
amparadas em realismo fisico. Tenciona-se com tal abordagem prover especialistas com elementos
conceituais e praticos para a utilizacdo de modelos dotados de cauda pesada no cotidiano das
Ciéncias Hidroldgicas, fornecendo-se assim um panorama mais realista de eventos hidroclimaticos
extremos e diretrizes mais consistentes para a estimacao do risco.
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Heavy tails in hydrometeorological variables: concepts, inference challenges and consequences

ABSTRACT: Polynomial decay of upper tails, which is inherently related to the frequent occurrence
of large-magnitude random events, is commonly observed in hydroclimatic variables. However,
despite empirical evidence and conceptual support for the adoption of heavy-tailed models in
Hydrology, engineers and researchers still mostly rely on distributions with exponential decay for
the design of hydraulic structures, forecasting of hydroclimatic processes, and modeling of
residuals of rainfall-runoff simulation. This can lead to underestimation of risk and introduce
significant bias to decision-making. Based on these arguments, in this paper we provide a brief
introduction to heavy-tailed variates, which encompasses the mathematical formalism, physical
and statistical aspects related to such variables, and the implications to Hydrological Sciences, with
emphasis on frequency analysis and the identification of regression models. In particular, we
address physical mechanisms and statistical arguments associated with the occurrence of heavy
tails in variables such as precipitation and streamflow, and strategies for parametric estimation
supported by physical realism. This approach aims to provide experts with conceptual and practical
elements for the use of heavily tailed models in the daily practice of Hydrological Sciences, thus
providing a more realistic perspective of extreme hydroclimatic events and more consistent
guidelines for risk estimation.
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Introducao

Frequentemente, ao se analisar séries temporais de varidveis hidrometeoroldgicas, em especial
aquelas mais curtas, percebe-se que algumas dessas observacbes assumem valores
consideravelmente superiores a média (ignore-se, por ora, os efeitos dos erros amostragem na
inferéncia dessa grandeza populacional). Nesses casos, é usual que tais pontos amostrais sejam
interpretados como outliers, cuja probabilidade de superacdo seria bastante reduzida, ou mesmo
como erros grosseiros, de medi¢cdo ou de transcri¢ao, o que justificaria sua exclusdo do conjunto
de dados antes da inferéncia estatistica. Por outro lado, a medida que observagdes adicionais sdo
agregadas a amostra, verifica-se que a ocorréncia de eventos de maior magnitude (com relagdo a
média) é, de fato, relativamente comum, o que coloca em perspectiva a hipdtese de que esses
reflitam condi¢des “atipicas” do processo hidroclimatico subjacente (Papalexiou e Koutsoyiannis,
2013; Koutsoyiannis, 2024).

Por certo, as afirmacbes acima sdo inteiramente calcadas em evidéncias empiricas — nenhuma
fundamentacdo conceitual ou tedrica foi empregada até aqui para sustenta-las. Ndo obstante, a
situacdo descrita pode ter severas implicacbes nos contextos da inferéncia estatistica e,
principalmente, do projeto e dimensionamento de estruturas hidraulicas, os quais sdo,
usualmente, baseados na andlise de frequéncia de varidveis hidroclimaticas. Com efeito, a
presenca frequente de realizacdes de grande magnitude dessas varidveis pode afetar
sobremaneira as estimativas de parametros de distribuicdes de probabilidade e de momentos,
ainda que os tamanhos das amostras observadas compreendam centenas de observagdes (Vogel
et al.,, 2025) — fato pouco usual nas ciéncias hidrolégicas. Nesses casos, a confiabilidade para
extrapolacdo a niveis ndo observados dos processos hidroclimaticos é bastante reduzida, ao passo
gue as incertezas decorrentes da inferéncia se tornam demasiadamente elevadas, o que dificulta a
tomada de decisdo relacionada ao trade off custo-risco.

O comportamento em questdo decorre, via de regra, das denominadas caudas pesadas (ou,
alternativamente, caudas polinomiais ou subexponenciais), para as quais as probabilidades de
superagcao se reduzem de maneira relativamente mais lenta, com relagdao a distribuicdes com
decaimento exponencial (ou caudas leves), a medida que os valores da varidvel aleatdria
aumentam (a definicdo formal serd apresentada na préxima sec¢do). A presenca de caudas pesadas

em variaveis hidroclimaticas pode decorrer de aspectos fisicos ou de considera¢cdes puramente



estatisticas. Sob a primeira perspectiva, caudas pesadas usualmente se originam da interacdo,
aditiva ou multiplicativa, de diferentes processos fisicos, como, por exemplo, fen6menos
atmosféricos associados a formacdo de chuvas intensas, ou da transformacdo ndo linear de uma
variavel aleatdria, como a conversdo de precipitagcdo em escoamento em uma bacia hidrografica
(Merz et al., 2022; Laaha et al., 2025, Nguyen et al., 2025; Wang et al., 2025;) — note-se que os
processos geradores “parentais” podem ser inteiramente descritos por caudas leves e, ainda
assim, aqueles resultantes de sua interacao podem apresentar caudas pesadas. Do ponto de vista
estatistico, em especial no tocante a extremos, as caudas pesadas podem resultar do
comportamento sub-assintético de amostras de tamanho finito, tendo-se em vista que, diante da
dependéncia temporal e da cicloestacionariedade de processos hidroldgicos, a convergéncia para a
verdadeira distribuicdo limite pode ndo ocorrer mesmo em blocos anuais (Serinaldi, Lombardo e
Kilsby, 2020) — tal convergéncia é reconhecidamente lenta para processos parentais com caudas
exponenciais. Nesse caso, e para os tempos de retorno usuais na hidrologia, distribuicdes com
caudas pesadas tendem a apresentar melhor aderéncia as amostras observadas (Koutsoyiannis,
2024), provendo, assim, uma quantificacdo mais adequada do risco.

Diante do exposto, € possivel inferir que caudas pesadas sdo onipresentes em variaveis
hidrometeoroldgicas: processos de interesse, como precipitacdes intensas, cheias e secas,
decorrem das interagdes de um grande numero de varidveis aleatdrias, e, ao mesmo tempo, as
transferéncias de agua entre as diversas fases do ciclo hidrolégico envolvem, com frequéncia,
transformacgdes ndo lineares dessas varidveis. Tal linha de raciocinio pode ser estendida a
representacées simplificadas dos sistemas hidrolégicos por meio de modelos, sejam eles
empiricos, conceituais ou fisicamente fundamentados, para os quais caudas pesadas emergiriam
naturalmente na descricdo dos residuos (Costa e Fernandes, 2017). N3do obstante, ainda prevalece
0 uso, por vezes nao justificado, de distribuicdes com caudas exponenciais na modelagem de
variaveis hidrometeoroldgicas (Koutsoyiannis, 2024). Em grande medida, tal fato pode ser
atribuido a evolucdo histérica da Hidrologia Estatistica, em especial com os trabalhos de Emil
Gumbel (Gumbel, 1958), e a aspectos estatisticos bem “definidos” das distribuicdes com caudas
leves, como, por exemplo, a existéncia de momentos de todas as ordens.

Cabe notar, porém, que a literatura acerca de varidveis com caudas pesadas é ainda restrita na

Hidrologia (Merz et al., 2022) e as consequéncias da presenca de caudas pesadas em expedientes



de modelagem, com relacdo a estimacao paramétrica, quantificacdo de incertezas e interpretacao
fisica, ainda ndo sao bem compreendidas por engenheiros e hidrolégicos, o que pode limitar sua
utilizacdo. Com efeito, é importante entender que a presenca de caudas pesadas, quando ndo
devidamente identificada e modelada, pode resultar em (1) interpretacdes equivocadas sobre o
nivel de raridade (probabilidade de excedéncia) e identificacdo de possiveis causas de eventos
extremos ocorridos no passado, tais como grandes enchentes, como aquela ocorrida no estado do
Rio Grande do Sul em 2024, ou secas intensas, duradouras e espacialmente abrangentes, como
aquela que atingiu o nordeste do Brasil no periodo 2012-2018; e (2) subestimativa da magnitude
do perigo para uma dado periodo de retorno pré-especificado, como no caso de precipitacdes
intensas e vazdes maximas, ou superestimativa de variaveis como vazoes minimas e intensidade de
secas, com consequéncias relevantes no dimensionamento, operacdo, e efetividade de
infraestrutura hidrica, na estimativa de risco nos processos de alocacdo e outorga de agua, e na
elaboracdo de planos de seca para reducdao do risco climatico. Uma outra consequéncia da
presenca de caudas pesadas, que ndo esta explicitamente presente no cotidiano dos profissionais
qgue lidam com a dgua, mas que vale a pena explicitar aqui devido a sua importancia em decisdes
de carater técnico, normalmente tomadas por um grupo mais restrito de profissionais, é o
aumento das incertezas na avaliacdo da capacidade de um modelo hidrolégico em representar a
natureza, realizada normalmente por meio de indices como os coeficientes de eficiéncia de
Nash-Sutcliffe e Kling-Gupta, e aumento das incertezas nas simulacdes propriamente ditas.
Desconsiderar essas consequéncias pode gerar um excesso de confianca depositada no modelo e
em suas predicdes, com potenciais consequéncias na efetividade das decisGes tomadas com base
nessas simulagdes.

Nesse contexto, este artigo tem por intuito prover uma breve introducdo as varidveis com caudas
pesadas, contemplando seu formalismo matematico, aspectos fisicos e estatisticos associados a
sua génese, e suas implicacdes no ambito das Ciéncias Hidroldgicas, com énfase na analise de
frequéncia e na construcao de modelos de regressao. Espera-se estabelecer um arcabouco tedrico
consistente para justificar a utilizagdo de modelos distributivos dotados de caudas pesadas em
aplicacdes na Hidrologia e, ao mesmo tempo, ilustrar os desafios praticos associados a essa

escolha.

Fundamentagao tedrica — perspectiva estatistica



Em termos formais, uma varidvel aleatéria X, com fung¢ao acumulada de probabilidades FX(x) e

fungdo de sobrevivéncia F‘X(x)z 1 —FX(x), possui cauda pesada, se para todo t > 0
(Koutsoyiannis, 2024),
e I_?X(x) = (1)

Alternativamente, se uma variavel aleatéria X possui cauda pesada, pode-se demonstrar que

(Koutsoyiannis, 2024):
x'F (x)=a (2)

na qual a é uma constante positiva e finita e £ é denominado indice de cauda, o qual controle a
taxa de decaimento da cauda superior a medida que x aumenta — maiores valores de € implicam
caudas gradativamente mais pesadas. Usualmente, um valor nulo para o indice de cauda é
associado a caudas com decaimento exponencial (Merz et al., 2022; Koutsoyiannis, 2024), como no
caso da distribuicdo Gumbel. Contudo, distribuicbes como a lognormal, correntemente empregada
na analise de frequéncia de varidveis hidroclimaticas, satisfazem a Equacao 1, ainda que apresente
& = 0. Nesse sentido, a distribui¢do lognormal compreende um modelo com cauda polinomial.

A Figura 1 ilustra as distingdes entre uma distribuigdo arbitrdria com cauda leve (§ = 0) e uma
distribuicdo com cauda pesada (§ = 0,5), em termos das fungdes de quantis (Figura 1a) e das
funcbes densidade de probabilidade (Figura 1b). Supondo-se que a variavel em questdo expresse
as vazOes maximas anuais em uma dada secdo fluvial, é possivel perceber, de maneira clara, as
implicacOes para o dimensionamento de uma estrutura hidraulica hipotética: ao se assumir um
modelo com caudas exponenciais, 0os quantis de projeto, para quaisquer tempos de retorno, sdo
consideravelmente inferiores aqueles estimados para a distribuicdo com caudas polinomiais. Nesse
caso, se a variavel de fato apresenta caudas pesadas e o modelo foi incorretamente prescrito, o
risco associado sera severamente subestimado e potenciais prejuizos econdmicos e ambientais
podem exceder as diretrizes originalmente estabelecidas na fase de projeto. Diante disso, é valido
questionar se a emergéncia de caudas pesadas em varidveis hidroclimaticas pode ser estabelecida
com base em raciocinio dedutivo (i.e., a priori), de maneira a se minimizar as consequéncias de

defini¢des incorretas do tipo de decaimento de suas caudas superiores.
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Figura 1 — Distin¢Ges entre distribuicGes com cauda leve e pesada. (a) curvas de quantis; (b)
fungdes densidade de probabilidade.
De acordo com Koutsoyiannis (2024), o principio de maxima entropia, que postula que a incerteza
associada a uma variavel aleatéria deve sempre encontrar-se em seu maximo, considerando-se
possiveis restricdes fisicas introduzidas na inferéncia (e.g., momentos da varidvel aleatodria),
oferece uma abordagem coerente para responder a tal questdo. Com efeito, tal principio fornece
sustentacdo tedrica para a definicdo do tipo de cauda somente com base no coeficiente de

o
X

variacao CVX da variavel aleatéria em analise (cabe lembrar que CVX = emaquep, é a média
X

populacional e o, ¢ o desvio padrdao populacional). Naqueles casos em que CVXSL as

distribuicdes de maxima entropia resultam em caudas exponenciais. Por outro lado, quando

CVX > 1, caudas polinomiais emergem.

Em termos praticos, varidveis como precipitacdo em escalas didria ou inferiores tendem a
apresentar valores elevados para o coeficiente de variacdo (Koutsoyiannis, 2024; note-se,
novamente, que os efeitos dos erros de amostragem sdo ignorados aqui). Nesse contexto, tais
varidveis meteoroldgicas seriam naturalmente descritas por caudas pesadas e o raciocinio indutivo

somente seria empregado na estimacdo do indice de cauda. Por outro lado, ao se considerar



maiores escalas de tempo para as precipitacdes (e.g., mensal ou superior), a expressiva reducdo no
coeficiente de variagcao levaria, também de maneira trivial, a distribuicdes com caudas leves. Essa
linha de raciocinio encontra amparo em evidéncias empiricas, especialmente quando se dispde de
séries temporais mais longas. Como exemplo, a Figura 2 apresenta as curvas de quantis para
precipitacdes diarias ndo nulas na estacdo pluviométrica de Bologna, na Italia, a qual dispde de 206
anos de medicdes — cabe notar que a formulacdo usual para o cobmputo do tempo de retorno é
inadequada nesse caso uma vez que todos os valores ndo nulos sao incluidos na inferéncia; tal
formulacdo foi adaptada de maneira a se considerar o intervalo de amostragem de um dia, em
lugar daquele anual, e o nimero de dias chuvosos ao longo do periodo de observagao (para mais
detalhes, sugere-se consultar Koutsoyiannis (2024)). Como modelos candidatos a descricdo das
precipitacdes didrias, empregou-se a distribuicdo exponencial, dotada de cauda leve, e a
distribuicdo de Pareto com dois pardmetros, dotada de cauda pesada — o indice de cauda
estimado, a partir do método dos minimos quadrados, foi £ = 0, 11. E possivel perceber que a
distribuicdo de Pareto, obtida com base em consideracdes de maxima entropia, prové uma
representacdao adequada das alturas de precipitacdo associadas a maiores tempos de retorno, as
guais apresentam especial interesse para projetos. A distribuicdo exponencial, por sua vez, levou a
subestimacdo de quantis em virtualmente toda a faixa de tempos de retorno considerada,
refletindo a completa falta de aderéncia a amostra observada. Ademais, verifica-se uma diferenca
de aproximadamente 2,5 vezes nas estimativas do quantil associado ao tempo de retorno de
10.000 anos, usualmente empregado no dimensionamento de grandes vertedores. Claramente, ao
se negligenciar a presenca de caudas pesadas em precipitacdes didrias, pode-se incorrer em niveis

inaceitaveis de risco para tais estruturas hidraulicas.
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Figura 2 — Curvas de quantis para as alturas de precipitagao didria na estacdao de Bologna, Italia.
Fonte: Koutsoyiannis (2024).

Por outro lado, quando o interesse se volta somente aos extremos de precipitagao, como, por
exemplo, maximos anuais, a argumentacdo acima pode ser insuficiente. De fato, nesses casos, os
valores do coeficiente de variacdo podem ser inferiores a unidade, o que sugeriria a maior
adequacdo de modelos com caudas leves. Ainda assim, é possivel se advogar pela utilizacdo de
modelos com cauda pesada a partir de considera¢des assintéticas, uma vez que, para reduzidas
probabilidades de superacdo, as caudas de distribuicGes parentais sdo equivalentes aquelas dos
maximos (Serinaldi, Lombardo e Kilsby, 2020; Serinaldi et al., 2025). Sob tal perspectiva, a
utilizacdo de modelos com caudas polinomiais na modelagem de precipitacdes extremas também
poderia ser estabelecida a priori e, novamente, o raciocinio indutivo se restringiria a estimacdo do
peso dessas caudas.

Cabe ressaltar, porém, que o trato matemadtico de distribuicdes com caudas pesadas apresenta
complexidade relativamente maior do que aquelas com caudas exponenciais. Com efeito,

enquanto os momentos sdo sempre finitos para essas ultimas, esses somente existem para ordens
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para varidveis com caudas pesadas. Por exemplo, a varidancia de um processo

hidrometeoroldgico diverge se € > 0,5, o que, de um ponto de vista fisico, implicaria que um
valor infinito de energia seria necessdrio para a materializacdo do referido processo, violando as
leis da termodinamica (Koutsoyiannis, 2024). Nesse sentido, é imperativo, ao se prescrever o uso
de distribuicdes com caudas pesadas, observar a coeréncia entre aspectos fisicos estabelecidos a
priori e as medidas descritivas populacionais materializadas pelo indice de cauda, de maneira a
assegurar que a extrapolacdo a niveis ndo observados do processo modelado reflita condicGes
fisicamente plausiveis. E também necessario mencionar que a inferéncia confiavel do indice de
cauda, em geral, exige um numero elevado (e.g., centenas ou milhares) de realizacdes dos
processos hidroclimaticos em analise — os efeitos de erros de amostragem podem comprometer a
estimagdo paramétrica e levar a valores pouco irrealistas para o referido parametro (alguns dos
desafios associados a inferéncia na presenca de caudas pesadas serdo apresentados
posteriormente). Assim, a utilizacdo de modelos com caudas pesadas deve ser precedida pela
construcdo cautelosa do quadro de inferéncia e pela selecdo apropriada de métodos de estimacao,
de maneira a assegurar que o modelo estatistico seja apto a descrever, com realismo fisico, o

processo em condigles extremas.

A génese de caudas pesadas em variaveis hidrometeoroldgicas

Na secdo anterior, discutiu-se, a partir de uma perspectiva estatistica, condicdes sob as quais a
maximizacdo da entropia originaria distribuicdes com caudas pesadas. E conveniente, porém,
avaliar, sob uma perspectiva fisica, os mecanismos associados a génese de caudas pesadas em
varidveis hidrometeorolédgicas. Em sintese, tais mecanismos mais comumente compreendem
interacdes, aditivas ou multiplicativas, entre varidveis aleatdrias, ou transformacdes nao lineares
dessas varidveis, ainda que as caudas pesadas possam ser preservadas em transformacdes lineares
(Merz et al., 2022).

Como exemplo de intera¢des entre varidveis, alturas ndo nulas de precipitacdo diaria podem ser
expressas como o produto de trés variaveis Gaussianas, quais sejam, o fluxo médio vertical de ar, a
umidade especifica e a eficiéncia de precipitacdo (Zorzetto, Canale e Marani, 2024) — cabe notar

gue a distribuicdo Normal apresenta caudas leves, mas o produto dessas variaveis origina caudas



pesadas, como demonstrado pela utilizacdo do principio de maxima entropia. Outro exemplo de
interacdo entre varidveis aleatdrias compreende a soma de vazdes em uma confluéncia, a qual
preserva possiveis caudas pesadas de uma ou ambas as componentes do processo (Merz et al.,
2022). Por fim, processos expressos por meio de misturas de distribuicGes também podem
apresentar decaimento polinomial se uma das componentes da mistura for dotada de caudas
pesadas. Tal situacdo é comum, por exemplo, em picos de vazdao em um curso d’dgua, os quais
podem ser associados a diferentes mecanismos causais (e.g., precipitacdes ordindrias e rios
atmosféricos; ver Costa e Sampaio (2021)), e tendem a “herdar” o comportamento daquela
componente com cauda mais pesada. A heterogeneidade dos processos de precipitacdo (e.g.
mecanismos convectivos e estratiformes) parece também resultar num aparente comportamento
de cauda pesada, mesmo quando os mecanismos geradores podem ser bem representados por
distribuicOes de cauda mais leve (Marra et al., 2026).

Com relacgdo as transformacdes de varidveis hidrometeorolégicas, a conversao de precipitacdes em
vazdes em uma bacia hidrografica compreende o exemplo mais comum de propagacao de caudas
polinomiais entre distintas fases do ciclo hidroldgico. Com efeito, as respostas usualmente nao
lineares impostas pelas bacias podem amplificar o peso das caudas das precipitaces, resultando
em cheias extremas mesmo para alturas (ou intensidades) de precipitacdo moderadas (Wang et al.
(2025). Tal caracteristica é ainda mais facilmente percebida em pequenas bacias, nas quais a
variabilidade espacial das precipitacdes e, por conseguinte, os efeitos de agregacdo espacial dessa
varidvel, sdo menos pronunciados (Merz et al., 2022; Wang et al., 2023). Ademais, ha na literatura
evidéncias de que condicBes climaticas mais secas podem amplificar o peso das caudas das vazdes
em decorréncia da maior variabilidade espacial dos coeficientes de escoamento ao longo da bacia
hidrografica, quando comparados aqueles observados em areas Umidas (Merz et al., 2022). Com
efeito, a ndo linearidade das respostas hidroldgicas tende ser aumentada nesses casos em funcao
das diferentes condicdes de infiltracdo, com efeitos mais perceptiveis na formacdo de cheias
mesmo diante de condicdes homogéneas de precipitacdo. Macdonald et al. (2022, 2024)
realizaram analises aprofundadas com o intuito de entender quais sdao os principais fatores que
resultam na presenca de causa pesadas nas vazdes extremas. Para isso, os autores utilizaram duas

abordagens. A primeira é baseada em registros de precipitacao e vazao durante eventos extremos



registrados em 480 bacias na Alemanha e Austria, em conjunto com modelos estatisticos
multivariados.

Os resultados indicaram que as resposta da bacia tendem a dominar o processo, seguido por
carateristicas do evento de precipitacdo, sazonalidade e das dareas de drenagem. A outra
abordagem é baseada em uso de geradores estocasticos de varidveis climaticas que alimentam um
modelo hidrolégico, o qual representa os mecanismos de transporte de dgua na bacia. Com essa
abordagem, os autores mostraram que o processo de geracao de escoamento superficial tem forte
influéncia na distribuicdo dos picos de vazdo. Entretanto, a partir de periodos de retorno mais
elevados, essa influéncia vai perdendo forca, e a distribuicdo da precipitacdo passa a ter mais
relevancia. A faixa de periodo de retorno a partir da qual se observa tal mudanca de relevancia
entre os fatores intensificadores de cauda pesada depende da relagdo entre o volume de
armazenamento da bacia e a precipitacdo média anual.

E valido também mencionar que a interferéncia antrépica pode alterar o decaimento das caudas
superiores de varidveis hidroldgicas. De fato, a construcdo de reservatorios e a retificacdo de
cursos d’agua podem ter grandes implicacdes na formacdo de grandes cheias, em comparacdo as
condicGes naturais, com consequente modificacdo do peso das caudas — note-se que o efeito
dessas interferéncias é reduzido naquelas cheias mais frequentes, o que pode também alterar as
condicdes de assimetria das distribuices dessa varidvel. Ndao obstante, os efeitos de atividades
antropicas no decaimento das caudas de varidveis hidroldgicas sdo ainda pouco compreendidos
(Merz et al., 2022), uma vez que esses dependem da localiza¢do das intervengdes ao longo curso
d’agua ou de regras de operacdo especificas (e.g., praticas para a gestdo de cheias), o que tende a
reduzir as possibilidades de generalizacdo das conclusdes correlatas as modificacdes das caudas
diante das alteracGes do regime natural.

Por fim, a génese de caudas pesadas pode ser associada ao comportamento sub-assintético de
amostras finitas, sem ligacGes diretas com mecanismos fisicos. De fato, a convergéncia de varidveis
com cauda superior exponencial a distribuicdo limite é reconhecidamente lenta (Koutsoyiannis,
2024), mesmo em condi¢Ges de independéncia entre realizagdes do processo. Além disso, a
modulagdao dos parametros da distribuicao de probabilidades oriunda da cicloestacionariedade do
processo subjacente pode dificultar ainda mais a convergéncia, e, assim, blocos de amostragem

com tamanho superior a 365 (um ano) podem ser insuficientes para a validade de propriedades



assintoticas. Nesses casos, a emergéncia de caudas pesadas pode compreender tdo somente um
efeito espurio da amostragem. Ainda assim, Koutsoyiannis (2024) demonstra que, para os tempos
de retorno mais comumente utilizados na pratica da Hidrologia e os tamanhos de amostras
usualmente disponiveis, o emprego de distribuicdes de caudas pesadas pode levar a estimativas
mais confidveis de quantis, mesmo que o processo parental apresente caudas exponenciais — tal
situacao refletiria a ndo validade do regime assintdtico em muitas varidveis hidrometeoroldgicas
na analise classica de maximos anuais, por exemplo.

Diante do exposto, o emprego de distribuicdes dotadas de cauda pesada para a modelagem de
varidveis hidrometeoroldgicos parece justificado a partir de argumentos tedricos, sejam eles fisicos
ou estatisticos. Ndo obstante, a componente indutiva da andlise apresenta grandes desafios. Em
especial, as dificuldades para se estimar o indice de cauda sdo, ha muito, reportadas na literatura
(Merz et al.,, 2022). Desse modo, a préxima secdo tenciona sumariar potenciais problemas
associados a inferéncia paramétrica e a quantificacdo de incertezas quando da utilizacdo de

modelos com caudas pesadas.

Desafios de inferéncia na presenca de caudas pesadas

Até aqui, a argumentacdo tedrica acerca da génese de caudas pesadas em variaveis hidroclimaticas
foi construida com base em medidas descritivas populacionais. Em termos praticos, porém, a
inferéncia paramétrica é sempre realizada a partir de amostras finitas e, usualmente, de um
conjunto de hipdteses acerca do comportamento assintdtico dos estimadores correspondentes
(e.g., normalidade assintodtica decorrente do teorema do limite central). Sob caudas exponenciais,
comumente sdo observados poucos valores extremos, e, assim, os desvios entre as estimativas e
os verdadeiros valores das medidas descritivas tendem a ser menos pronunciados. Ademais, as
condicbes de convergéncia sao satisfeitas com relativa facilidade, ainda que as distribuicdes das
variaveis em analise sejam assimétricas (Koutsoyiannis, 2024). A presenca de caudas pesadas, por
outro lado, pode introduzir grande complexidade a inferéncia. Com efeito, a estimacdo de
momentos de ordem reduzida, como a média, pode requerer centenas de observacdes nos casos
em que caudas muito pesadas sdo verificadas (Vogel et al., 2025). Além disso, as propriedades
assintdticas dos estimadores podem ndo ser obtidas nessas situacdes, comprometendo a

guantificacdo das incertezas.



Nesse sentido, Vogel et al. (2025) demonstraram, a partir de simulacGes, os severos efeitos
decorrentes de caudas muito pesadas na inferéncia estatistica: i) vieses de subestimacdo e
inabilidade de reproduzir a variabilidade de estatisticas comuns, como a média, podem ser
verificadas ainda que se tenha milhares de observacdes; ii) a normalidade assintética dos
estimadores, decorrente do teorema do limite central, ndo se materializa, mesmo para amostras
de tamanho 10.000; e iii) a reamostragem via bootstrap é inapta a prover a convergéncia aos
verdadeiros valores populacionais (i.e., o estimador torna-se enviesado) e origina intervalos de
confianga muito estreitos. Esses resultados retratam as enormes dificuldades de se lidar com
varidveis hidrometeoroldgicas com caudas pesadas, uma vez que as amostras disponiveis, em
especial aquelas associadas a extremos, sdo frequentemente curtas e, por conseguinte, a
inferéncia é mais fortemente afetada pelos erros de amostragem.

Grandes dificuldades sdo também reportadas na estimacdo dos indices de cauda, os quais se
relacionam estatisticamente aos momentos centrais de terceira ordem das varidveis em analise. De
fato, na presenca de caudas pesadas, os maiores desvios com relacdo as médias populacionais se
propagam mais pronunciadamente nas estimativas dos demais momentos amostrais, podendo
ocasionar valores fisicamente inconsistentes para & (e.g., valores superiores a 0,5, para os quais a
variancia divergiria). Tal situacdo tem motivado a busca de alternativas para a estimacdo mais
confidvel dos referidos parametros. Por exemplo, a escola de inferéncia Bayesiana fornece meios
para se restringir os valores de € a faixas fisicamente plausiveis a partir de conhecimento a priori
(Martins e Stedinger, 2000; Costa e Sampaio, 2021). Estudos de larga escala, como, por exemplo,
Papalexiou e Koutsoyiannis (2013), podem também fornecer fundamentacdo empirica para a
correcdo das estimativas do indice de cauda em fung¢do do nimero de pontos amostrais, o que, em
grande medida, pode atenuar os efeitos dos erros de amostragem na inferéncia de &. Por fim, na
auséncia de informacado externa, o emprego de métodos de estimacdao menos sensiveis a eventos
de maior magnitude, como o método dos momentos-L, pode ser conveniente no trato com
varidveis com caudas pesadas (Vogel et al., 2025), com a vantagem adicional de que o coeficiente
de curtose-L compreende uma medida trivial dos pesos das caudas nesse caso.

Percebe-se do exposto que, apesar da argumentacdo tedrica coerente para a especificacdo de
modelos dotados de cauda pesada na analise de frequéncia de varidveis hidrometeoroldgicas,

severas distorcGes podem ser introduzidas a inferéncia estatistica pelo mero expediente de



amostragem. Nesse sentido, Vogel et al. (2025) recomendam cautela ao se advogar que “os dados
falem por si mesmos” — uma concepc¢ao fisicamente embasada do modelo distributivo pode ser
necessaria antes da inferéncia para se assegurar a consisténcia das estimativas e predicdes. Além
disso, o emprego da teoria sub-assintdtica para valores extremos (Serinaldi, Lombardo e Kilsby,
2020) pode ser util para se estimar o indice de caudas por agregar maior evidéncia empirica (i.e.,

observacdes ordindrias e extremos) a inferéncia paramétrica.

Caudas pesadas e modelos de simulagao hidrolégica

A presenca de caudas pesadas também exerce significativo impacto na simulagdo chuva-vazao e
em modelos de regionalizacdo hidroldgica. De fato, tais modelos usualmente materializam
transformacdes nao lineares de varidveis hidrometeoroldgicas, as quais, assim como nos sistemas
fisicos, tendem a amplificar o peso das caudas das varidveis de resposta. Nesses casos,
estimadores usuais, baseados no método os minimos quadrados, podem levar a inferéncia
inconsistente de parametros e insuficiente capacidade preditiva dos modelos (Vogel et al., 2025).
Ademais, os intervalos de confianca podem ser demasiadamente estreitos, uma vez que esses
dependem da hipdtese de normalidade assintdtica, a qual pode ndo se verificar no caso de caudas
pesadas.

Para modelos de regressdao, uma solugdo trivial para o problema descrito é a transformacgdo dos
preditores e das varidveis de resposta (e.g., logaritmica, Box-Cox etc.) para aproximar sua
distribuicdo a um modelo Gaussiano, o qual é descrito por caudas leves e, em grande medida,
contorna os problemas de inferéncia mencionados na secdo anterior. Nesses casos, as predicoes
pontuais e limites de confianga devem ser estimados em espago transformado e, em seguida,
expressos no espaco original mediante transformacdo inversa.

Por outro lado, ao se lidar com modelos de transformacdo chuva-vazao, pode ser necessario
proceder a estimacdo de parametros com auxilio de um modelo de erros dotado de caudas
pesadas — somente a transformacdo das varidveis de resposta em varidveis com caudas leves,
como usualmente preconizado, pode ser insuficiente para produzir estimativas plausiveis para tais
parametros e predicdes confidveis de vazdes. Um exemplo interessante nesse contexto é o modelo
de residuos proposto por Schoups e Vrugt (2010), o qual é baseado na distribuicio “Skew

Exponential Power” (SEP), que possui a distribuicdo Normal e a distribuicdo de Laplace como



formas limite. Esse modelo permite reproduzir distintos graus de assimetria e, por dbvio, caudas
pesadas, bem como a incerteza preditiva das vazdes — note-se que a inferéncia paramétrica é
realizada a partir de preceitos da escola Bayesiana.

A Figura 3 ilustra as fun¢Ges densidade de probabilidade tedricas (linhas continuas) e empiricas
(pontos) dos residuos de modelagem, assumindo-se um modelo Gaussiano (Figura 3a) e um
modelo SEP dotado de caudas pesadas (Figura 3b). Percebe-se, de maneira clara, que, ao se
ignorar a natureza de caudas pesadas dos residuos, a distribuicdo empirica ndo apresenta
aderéncia ao modelo tedrico, o que coloca em perspectiva a confiabilidade das estimativas dos
parametros do modelo hidroldgico. Ademais, a distribuicdo empirica apresenta caudas muito mais
leves, em comparacdo a distribuicdo Gaussiana, o que compromete a estimacdo da incerteza
preditiva das vazbes. Por outro lado, ao se considerar as caudas pesadas dos residuos de
modelagem, as densidades tedrica e empirica apresentam maior similaridade e as frequéncias nas
caudas sao adequadamente reproduzidas. Cabe notar ainda que as estimativas de parametros do
modelo hidrolégico sdo distintas daquelas obtidas com a distribuicdo Normal, o que sugere que o
comportamento dos erros ndo afeta somente a incerteza preditiva, mas também o processo de

simulacdo de vazdes.
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Figura 3 — fun¢Ges densidade de probabilidade tedricas (linhas continuas) e empiricas (pontos) dos
residuos de modelagem considerando um modelo Gaussiano (a) e um modelo SEP (b). Fonte:
Schoups a Vrugt (2010)

Mais recentemente, outra linha de modelagem hidrolégica, sugerida por Vogel (2017), vem sendo

explorada para uso na gestdao de risco na area de recursos hidricos. Essa linha, ao invés de tentar



descrever as incertezas de forma separada, em cada fonte de erro envolvida no processo de
modelagem hidroldgica (e.g. dados de entrada como precipitacdo, estrutura do modelo, estimativa
dos parametros, e dados de saida como a vazdo), foca na modelagem dos residuos. De fato,
conceitualmente, a ideia é a mesma da apresentada por Shoups e Vrugt (2010), com diferencas na
modelagem propriamente dita e na énfase dada as aplicacOes praticas dessa abordagem. Tendo
um modelo adequado para os residuos da simulacdo hidroldgica, é possivel criar um conjunto
grande de simulagGes hidroldgicas que expressem o grau de incerteza sobre o conhecimento que
se tem do sistema modelado, permitindo que analistas e tomadores decisdo avaliem, de forma
mais ampla e com visdo de gestdo de risco, o desempenho de sistemas hidricos, bem como as
possiveis repercussdes de um conjunto de acdes a serem adotadas na bacia.

A medida que essa abordagem vem sendo mais utilizada (e.g. Shabestanipour et al., 2023, 2024;
Brodeur, Gupta e Steinschneider, 2023; Brodeur et al., 2024;), percebe-se fortemente a presenca
de residuos com cauda pesada, especialmente se a escala temporal de simulacdo for didria ou
sub-diaria. Nesses casos, além de ter de lidar com a presenca de sazonalidade, correlacdo
temporal, e assimetria, é essencial que a modelagem dos residuos leve em consideracdo a questado
de cauda pesada. Caso contrario, o conjunto de simulacbes de um sistema pode ficar
comprometido.

Outro aspecto da modelagem hidrolégica que é influenciado pela presenca de distribuices com
cauda pesada, e que é muito pouco discutido na comunidade de recursos hidricos, é o
desempenho de estimadores de eficiéncia da simula¢do, que procuram avaliar a qualidade das
simulagdes provenientes do modelo hidroldgico frente a série observada da varidvel de interesse,
normalmente as vazdes. Os estimadores mais empregados s3ao o coeficiente de eficiéncia de
Nash-Sutcliff (NSE) e o coeficiente de eficiéncia de Kling-Gupta (KGE). Esses estimadores, por
serem baseados numa amostra, sdo varidveis aleatdrias, cujo desempenho depende de um
conjunto de caracteristicas do processo estocastico, e consequentemente dos estimadores dessas
caracteristicas.

Lamontagne, Barber e Vogel (2020) apresentaram uma abrangente discussdo acerca desses
estimadores, e recomendaram alternativas que seguem a mesma légica dos estimadores originais,
porém sdo mais adequados a séries hidroldgicas, levando em consideracdo a presenca de

sazonalidade, correlacdo temporal, e assimetria, bem como a prépria distribuicio de



probabilidades das vazdes diarias, que certamente afetam o desempenho de tais estimadores. Os
autores demostraram que esses novos estimadores sao mais eficientes em estimar a qualidade das
simulacGes do que os estimadores originais, e procuraram deixar clara a ideia de que qualquer
estimador de eficiéncia de modelagem possui incertezas. A questdo das incertezas amostrais dos
estimadores de eficiéncia como o NSE e o KGE foi discutida com profundidade por Clark et al.
(2021), que mostraram, por meio de uma analise com um conjunto grande amostras, que tais
estimadores possuem incertezas amostrais substancialmente grandes. Isso ocorre porque a
distribuicdo de probabilidade dos erros quadraticos entre as simulacdes e observacdes possui
cauda pesada, o que significa dizer que o desempenho de tais métricas é fortemente afetado por

um conjunto pequeno de observacdes extremas.

Consideragoes finais

A presenca de caudas pesadas em varidveis hidrometeoroldgicas é amplamente embasada por
fundamentos fisicos e estatisticos, em especial o principio de maxima entropia. Contudo, é ainda
pratica corrente a utilizacdo de distribuicdes com caudas exponenciais para a modelagem dessas
varidveis, tanto no contexto de pesquisa quanto de projetos. Nesses casos, a ocorréncia
relativamente frequente de eventos extremos, aqui entendidos como aquelas observacdes com
valores consideravelmente superiores a média, tem sido, em grande medida, atribuida
erroneamente a intensificacdo de forcantes externas (e.g., mudancas climaticas), em lugar da
especificacdo incorreta do modelo distributivo. Tal interpretacao pode incorrer na subestimacao
dos riscos inerentes ao dimensionamento e operacdao de estruturas hidraulicas, com severas
consequéncias sociais, econdmicas e ambientais.

Diante desse cenario, a literatura recente tem buscado ampliar a compreensao acerca da génese e
da propagacdo do decaimento polinomial das caudas em diferentes componentes dos sistemas
hidrolégicos, como a atmosfera e as redes fluviais, de maneira a reconciliar principios fisicos e
aspectos estatisticos, especialmente no trato com os extremos de varidveis hidroclimaticas (Merz
et al., 2022; Koutsoyiannis, 2024; Vogel et al., 2025). Em paralelo, os grandes desafios associados a
estimacdo paramétrica e a quantificacdo de incertezas de modelos distributivos dotados de caudas
pesadas tém sido tratados sob diferentes paradigmas, como abordagens empiricas (e.g.,

Papalexiou e Koutsoyiannis, 2013) e a introducdo de conhecimento fisico a priori a inferéncia (e.g.,



Costa e Sampaio, 2021), o que tem conferido maior confiabilidade as estimativas de quantis e a
extrapolagdo. Em conjunto com o aumento das amostras disponiveis, tais estratégias tém tornado
mais natural a utilizacdo de distribuicdes com caudas polinomiais na pratica da Hidrologia.

Por outro lado, o emprego de distribuicdes com caudas pesadas para a descrigdo dos residuos de
modelos de transformacdo chuva-vazdo e em expedientes de previsdao é ainda insipiente, em
comparacdo a analise de frequéncia, e desenvolvimentos de pesquisa sdo necessarios nesse
contexto. Com efeito, iniciativas recentes, incluindo-se aquelas baseadas em modelos
estruturalmente complexos, tém demonstrado que, ao se negligenciar o decaimento polinomial
das caudas dos residuos, estimativas e predi¢des pouco acuradas dos eventos mais extremos sao
obtidas.

Ademais, a quantificagdo de incertezas nesses modelos permanece pouco explorada, o que, em
grande medida, oculta os efeitos de propagacdo das caudas pesadas nas estimativas dos residuos.
Abordar tais limitacdes em investigacdes futuras parece necessario para se comunicar com
transparéncia as reais habilidades descritivas e preditivas de modelos correntemente em uso.

A discussdo introduzida neste artigo buscou elucidar aspectos tedricos e praticos associados a
variaveis com caudas pesadas, com vistas a facilitar o transito entre desenvolvimentos académicos
e aplicacOes de engenharia. Espera-se que, ao se alterar o foco de projetos e modelos as varidveis
com caudas pesadas, seja possivel contribuir para a melhor compreensdo de estados mais

extremos dos processos hidroclimaticos e para a quantificacdo mais rigorosa dos riscos associados.
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